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Eserizio 1 Sia K ⊂ L un'estensione di ampi di aratteristia 6= 2, on [L : K] = 2.
a. Mostrare he esiste α ∈ L tale he α2 ∈ K e L = K[α];
b. Fissato un tale elemento α, mostrare he in generale il polinomio X4 − α2 può essere riduibile su
K[X ] (Sugg.: K = Z3);
. Mostrare he se K ⊂ L ⊆ R allora il polinomio X4 − α2 è irriduibile su K[X ];
d. Stabilire se esiste un ampo K ⊂ R tale he [R : K] = 2;
a. Se β ∈ L \K allora L = K[β]. Il polinomio minimo di β su K avrà grado 2 e sarà quindi del tipo
X2 + 2bX + c
on b, c ∈ K. Ma allora (β + b)2 = b2 − c e quindi basterà porre α = β + b. In altre parole stiamo prendendo
ome α una radie quadrata del disriminante del polinomio minimo di β.
b. In Z3 abbiamo bisogno di un elemento he non sia un quadrato già in Z3: l'unio tale elemento è −1 e
in eetti prendendo L = Z3[
√−1] otteniamo un'estensione quadratia ma il polinomio
X4 + 1 = (X2 +X − 1)(X2 −X − 1)
non è irriduibile in Z3.
. Se K e L sono ampi reali, senza perdita di generalità assumiamo α > 0 e abbiamo
X4 − α2 = (X2 − α)(X2 + α)
in L[X ] e in questa fattorizzazione il polinomio X2 + α è irriduibile. In K[X ] il polinomio X4 + α2 non ha
radii (altrimenti onterrebbe una radie quadrata di α2). Se fosse il prodotto di due polinomi irriduibile
diseondo grado in K[X ] uno dei due dovrebbe essere neessariamente X2 + α per la ompatibilità delle
fattorizzazioni e questo è assurdo perhé α /∈ K.
d. Un tale ampo non può esistere. Supponiamo per assurdo he esista un tale K. Per il punto a. avremmo
un elemento α ∈ R (he possiamo assumere > 0) tale he R = K[α]. Per il punto . il polinomio X4 − α2 è
irriduibile e quindi estendendolo on una sua radie (ad esempio
√
α) otterremmo un'estensione di grado 4
di K. Ma
√
α ∈ R he è un'estensione di grado 2, e questa è una ontraddizione.
Eserizio 2 Sia q ∈ Q e
Aq :=
{[
a b
qb a
]
: a, b ∈ Q
}
.
a. Mostrare he (Aq,+, ·), dove + e · indiano le usuali operazioni di somma e prodotto tra matrii, è
un anello (ommutativo unitario) per ogni q.
b. Mostrare he A2 è un ampo.
. Mostrare he A4 non è un dominio.
d. Desrivere espliitamente l'ideale I di A4 generato da
[
2 1
4 2
]
.
e. Mostrare he A4/I ∼= Q.
a. A è ontenuto nell'anello delle matrii a oeienti in Q. Il fatto he A sia un sottogruppo additivo è
evidente (o di faile veria). La matrie identità appartiene ad A e quindi l'unia proprietà da veriare è
he A è hiuso rispetto al prodotto. Si ha
[
a b
qb a
]
·
[
a′ b′
qb′ a′
]
=
[
aa′ + qbb′ ab′ + ba′
q(ab′ + ba′) aa′ + qbb′
]
da ui si evine he il prodotto è un'operazione binaria su A ommutativa.
b. Dobbiamo mostrare he on q = 2 ogni matrie non nulla ammette inversa in A, ioè, visto ome
funziona il prodotto nel punto preedente, he dati a, b ∈ Q non entrambi nulli esistono a′, b′ ∈ Q tali he
{
aa′ + 2bb′ = 1
ab′ + ba′ = 0
E questo sistema ammette (un'unia) soluzione in Q per il teorema di Rouhé-Capelli visto he la matrie dei
oeienti ha determinante a2 − 2b2 6= 0.
. Proedendo in modo analogo al aso preedente dobbiamo risolvere il sistema
{
aa′ + 4bb′ = 0
ab′ + ba′ = 0
Una possibile soluzione è data da a = a′ = 2, b = −b′ = 1 e infatti
[
2 1
4 2
]
·
[
2 −1
−4 2
]
=
[
0 0
0 0
]
d. Abbiamo he l'ideale I generato da
[
2 1
4 2
]
è ostituito da tutti i multipli (in A4!) di questa matrie per
ui abbiamo
I =
{[
2 1
4 2
]
·
[
a b
4b a
]
: a, b ∈ Q
}
=
{[
2(a+ 2b) a+ 2b
4(a+ 2b) 2(a+ 2b)
]
: a, b ∈ Q
}
=
{[
2c c
4c 2c
]
: c ∈ Q
}
e. Vista la forma delgi elementi di I onsideriamo la funzione ϕ : A4 → Q data da
ϕ
[
a b
4b a
]
= a− 2b.
Si ha hiaramente he ϕ è un omomorsmo di gruppi additivi. Vediamo he è anhe un omomorsmo di anelli
unitari. Intanto manda 1 in 1. Inoltre
ϕ
([
a b
4b a
]
·
[
a′ b′
4b′ a′
])
= ϕ
[
aa′ + 4bb′ ab′ + ba′
4(ab′ + ba′) aa′ + qbb′
]
= aa′ + 4bb′ − 2(ab′ + ba′)
= (a− 2b)(a′ − 2b′)
= ϕ
[
a b
4b a
]
ϕ
[
a′ b′
4b′ a′
]
Eserizio 3 Consideriamo le 7 possibili estensioni quadratihe di Z7, i.e. Z7[
√
d] al variare di d ∈ Z7.
a. Per quali valori di d si ha he Z7[
√
d] è un ampo?
b. Per quali valori di d si ha he Z7[
√
d] ontiene elementi on quadrato nullo?
. Per quali valori di d si ha he Z7[
√
d] ontiene almeno 3 elementi he al quadrato danno 1?
d. Dare ondizioni neessarie e suienti su d, d′ ∈ Z7 anhé Z7[
√
d] ∼= Z7[
√
d′].
a. Sappiamo he Z7[
√
d] è un ampo se e solo se d non è un quadrato in Z7. I quadrati in Z7 sono 0,1,2,4 e
quindi Z7[
√
d] è un ampo se e solo se d ∈ {3, 5, 6}.
b. Consideriamo il generio elemento a+ εb ∈ Z7[
√
d]. Abbiamo
(a+ bε)2 = a2 + db2 + 2abε.
Questo è 0 se e solo se a2 + db2 = 0 e 2ab = 0. Soluzioni non banali si ottengono solo on d = 0 e infatti in
questo aso abbiamo ε2 = 0.
. Similmente al punto preedente dobbiamo risolvere il sistema{
a2 + db2 = 1
2ab = 0
Per d = 3, 5, 6 non possiamo avere 3 soluzioni perhé abbiamo dei ampi.
Per d = 0 abbiamo anhe solo le soluzioni banali ±1.
Per d = 1 abbiamo le soluzioni non banali ±ε.
Per d = 2 abbiamo le soluzioni non banali ±2ε.
Per d = 4 abbiamo le soluzioni non banali ±3ε.
d. Di ottengono ampi per d = {3, 5, 6} e questi sono i somor perhé sono ampi niti on la stessa
ardinalità. L'estensione on d = 0 non è isomorfa alle altre per il punto b. (è l'unia on un elemento he al
quadrato dà 0. Le estensioni on d = 1, 2, 4 sono isomorfe tra di loro e gli isomorsmi si ottengono sfruttando
il punto . e in partiolare abbiamo he (a + b
√
1) 7→ (a + 2b√2) è un isomorsmo tra Z[√1] e Z[√2] e he
(a+ b
√
1) 7→ (a+ 3b√4) è un isomorsmo tra Z[√1] e Z[√4].
